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Sur un problème de M. Paul Erdős 
Par A. SCHINZEL à Varsovie (Pologne) et G. SZEKERES à Adelaide (Australie) 
P . ERDŐS a démontré1) que pour toute suite des nombres naturels 
{ŰJ, . . O r } tels que 
(1) a x < a 2 < - - - < a r ^ n et [ű;,o,]>/i (1 ^ i < j - s r ) 
on a l'inégalité 
é i a , 
R . S. LEHMAN a démontré2) que la condition ( 1 ) entraîne l'inégalité 
pliis forte 
Y 1 7 1 
S a,- 6 6 / i 
. Pour Oi = 2, a2 = 3, os = 5 la condition (1) est remplie et 
é t a,- 30' 
Or, P . ERDŐS a posé le problème si pour toute suite satisfaisant à la condi-
tion (1) on a l'inégalité 
= 3 0 x 
et a exprimé l'hypothèse que pour tout î > 0 il existe un n0 tel que pour 
n>n0 la condition (1) entraîne l'inégalité 
i=i Qi 
Outre la suite {2,3,5} nous ne connaissons qu'une seule suite pour laquelle 
on ait (1) et l'inégalité 
• i=l « . 
0 Publication orale. 
') Amer. Math. Monthly. 5 8 (1951), p. 345, problème 4365. 
A 16 
222 A. Schinzel et G. Szekeres 
c'est la suite {3,4, 5, 7,11} où 
Z ~ = 1,017099.... ai 
En connection avec ces problèmes, nous démontrerons les trois théorèmes 
suivants : 
Théorème 1. Pour toute suite de nombres naturels {ax, a2,..ar) 
satisfaisant à la condition (1) on a 
S 0, - 30 
où Végalité est atteinte seulement pour a, = 2, a., = 3, a3 = 5 = n. 
Théorème 2. Quel que soit s>0 il existe un na tel que, pour «>/?,,, 





c = Zcj log-—-r—- = 1,017262... 
j=i J 
et les valeurs de Cj sont données par les égalités (6). 
Théorème 3. Quel que soit i >0, il existe un na tel que pour n >n 
et pour une certaine suite satisfaisant à la condition (1) on ait 
± - > i - « . S a; 
Nous aurons besoin de deux lemmes. 
Lemme 1. Soient c , , c 2 , . . . des nombres ^ 0 , tels que pour chaque q 
naturel on ait 
(2) Sq = Zcj Z 
j - 1 
Alors, pour chaque suite au a2, ...,ar vérifiant la condition (1), on a l'inégalité 
¿ J - S & . Iti ai 
D é m o n s t r a t i o n . En effet, soit / un nombre naturel quelconque et 
désignons par xm le nombre des termes de la suite a,, a2,..ar qui sont 
contenus dans l'intervalle f—l-—rn, — n . Chacun de ces nombres a préci-\m + 1 m F 
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dans l'intervalle I 1 1 
{ J + \ n > l i n 
Or, d'après (1), si k^l , les multiples des 
termes distincts de la suite au a2,.. .,ar sont distincts et on a au moins 
m œ ; 
m=k V 
m 
J . k+\ 
xm nombres entiers dans l'intervalle 
ï T î f l ' T f l • V u 
que cet intervalle contient précisément 
pour * = / , 1 + 1, 1 + 2,... l'inégalité 
In In 
k. \k+ 1 





MfH m k+l "/ni [ In 1 1 xm ^ k L A r + l J 
/ In lui û, 
'^(s+i1 Tnl 
1 1 
In Xm t 
i = l Ui in m=| 
Observons maintenant que pour tous m et k naturels on a 
(5) 
m 
k+ 1 A+l>— ̂ k P 
2 i 
où les sommes doivent être étendues aux valeurs indiquées de p. 
Une suite de nombres a k ^ 0 étant donnée, désignons par 2 ' a * ' a 
somme k 
a /(y+D-l 
2 c j 2 (k+\)ak ( S e c ) . 
En vertu des formules (5) et (2) nous obtenons 
m 
? ( i f ] -
m+ 1 
- [ 7 H >=1 '<>•'»№'•<• 
+ 1 s 
m2ci 2 2 
. P j--=l I - I R ^ I P L T ] (Il I T L fflP 
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Il en résulte que 
? M T \ - [ * t t ] ) x - = „ 1 ? ( 
Donc, en vertu de (4), (3) et (5) 
r i i •a 





T k+ 1 
- I n ? ([A-] [* + .!.) In? f Ê ' 
[ ? H 
•¿¿* < 2 ([^l+il-iZo' 2 [£}+ 
j = p > 7Î. 
•¿I^ . '^MTHtî t ] ) " 
7 > 7 h 
Cette formule ayant lieu pour tout / on a 
¡=1 Oi 
c. q. f. 
L e m m e 2. Les nombres 
• _ 1 _ _ I _ 2 














Cm Oru-vO/IATOCinA > C58 300840735190' "" 1520827395602202087400 
Cj = 0 (pour tous les autres j) 
satisfont pour tout q naturel à l'inégalité 
1 
et pour tout 13, 19,20,31,32,61,62 à l'inégalité 
S 
3 0 ' 
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La règle de formation des nombres c 1 ; ca, . . . est la suivante: 
Supposons que chaque ç, ( j < q ) est déjà déterminé, alors cq est le plus 
petit nombre non-négatif tel que On voit que 
dB | 58 j os • i j 
( 7 ) H m S 9 = l i m 2 > > 2 ~ = 2 ^ ™ 2 T = 2 o l o g L r = c 
j'=i " /=i !+® i J=1 J 
3 1 J -





est certainement vraie pour q suffisamment grand. 
Pour q ^ 365 le lémme peut être vérifié directement. 




— ^ 2 4-^'og u 
+ 1 • 
J+1 7 + 1 
on a 
58 | T I + 1 5 8 / 4 - 1 5 8 j T \ + j 
2 c , log r ^ V - = 2 * iog + 2 * log L l L 
7 + 1 
59 
= c+-log(9+l) + Zfe—c>-i) log [ j 4- +y" = c + Z f e - 0 - i ) I o g 
j=2 \ J J J J=2 
et 
59 + j 
9 + 1 
58 
7 + 1 
58 • , J DO 
2ci\ogJ-^- + 2cj\og-









= c -j- log <7 + (.Cj Cj-i) log j \ =c + 2(c—0-i)log-
>=2 J . i=2 




Vu les inégalités 
yf-jl +j 
3=2 Q + 1 
59 
9=2 . 
-Ci) l o g - j ^ r . 
' • [ f ] 
Cs—C6 = 
Cg Ci -10 : 
Cl4 C]5 = 
Cji —£¡¡2 = 
C27—C28 = 
C34 C3S = 
C35 C36 = 
C57 C58 = 
-Ce < 0, 
•Ci0 < 0, 
- e » < 0 , 
-C22 < 0 , 
-c» < 0, 
6№+6s3[i]+3>3[i]mj 
î i | + , 0 g 5 [ f ] + 5 > 5 [ | ] g I 0 [ i ] 
151A | i j + , 5 ë 5 [ | } + 5 > 5 [ | ] ë l 5 [ A J 
[ n ] + " > " [ n ] = 2 2 [ s ] ' 
[ ± ] + 3 6 s 3 [ i ] + 3 > 3 [ | ] g 3 6 [ f 6 ] , 
|s| + 29>29Ms58fe] 
2 [ T I + 2 r . , L O , 
g + l + Î 8 ô j ' 0 g , + l + 
5 Î | l + 5 7 f i ] + 7 
+ (C4—C.o —Cis) 10g 1 ^ + (C6 — — C 3 5 ) lOg ^ - j j - j h 
"[»] + " "M*17 
10 c M ) l o g <7 + 1 + c i 6 ' ° g q+\ 
on obtient 
2 2 [ i ] + 2 2 - 1 1 i n j 
2 8 [ | J + 2 8 i 
- c 3 5 < 0 , 3 5 [ ¿ ] + 3 5 ^ 7 [ y 
-Cm < 0 , 5 8 [ ^ ] + 5 8 ^ 2 9 | 4 
2|l! 
c—Sq^(cr 
[ A 1 + I T • 2 3 ^ + 2 3 
c " 0 8 i T i 
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et 
Sq—C ë (c , — Ci) log - g — + ( c 2 — c 3 — ce— - i - ï log - 3 — 
2 [ i ] V « d 3 [ ± ] 
+ (Ci—.CL, —CM) log + (c6—C»—C») log + 
+ (CJO— c s ) log J-—R + CIE log + CM log -
+ 
11 [n] > 7 | i 2 3 
+ (CAS—CŒ) log P—3 + CM log ^ 
29 37 





180 , C« C10 Cis, Ce—Cgg—Cjr,, 
C10—Cas, c16, Cœ, c»—cw, c30 et cm sont positifs et comme pour tout y'^59 et 
q > 365 on a les inégalités 
log 
log 
'If] + 7 




q + j ^ 7 - 1 . 
9 + 1 - 9 + 1 
q ^ 1 
y + i 9—7+1 
7 - 1 
308 ' 
on trouve 
15,—c\^ jc> ~ + 2 (c2—c3—c6— y ^ j + 4 ( c 4 — c , o — c ] 5 ) + 
+ 6 (Cf, C28 C35) + 10(c,o—cM) + 16c,6 + 22 c22 + 28(c28 — cri8) + 
+ 36 c m + 58Cm <0,0160 
d'où 
Sq^c—0,0160^1,0172— 0,0160 >1, 
31 5, ^ c + 0,0160 ^ 1,0173 + 0,0160 < 30' c. q. f. d. 
D é m o n s t r a t i o n du théorème 1. Des lemmes 1 et 2 nous obte-
nons tout de suite que pour tout nombre naturel 13, 19, 20, 31, 32, 
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61, 62 et pour toute suite satisfaisant à la condition (1) on a 
S ûi < 30 ' 
Pour n = b, 13, 19, 20, 31, 32, 61, 62 le théorème peut être vérifié direc-
tement. 
D é m o n s t r a t i o n du théorème 2. Ce théorème résulte immédi-
atement des lemmes 1 et 2 et de la formule (7). 
D é m o n s t r a t i o n du théorème 3. n étant donné, soit Tn l'en-
semble des nombres entiers c ( 0 < c à f l ) jouissant de la propriété suivante: 
Si p est le plus petit diviseur premier de c, alors c = 
Soit A„ l'ensemble de tous les a £ Tn qui ne sont divisibles par aucun 
c Ç 7\, c=£a. 
Pour ax £ An, a2 € An, Û, < Û2, on a alors [at, a2] > n. En effet, soit a,=dqlt 
a-i = dq2, (qlt q2)=1, 1 <q1<q2. Alors [a,, = dq, q2 = a1qi> a,q, s n. 
Soit ûj < = « la suite des nombres appartenant à An et soit 
= 1 — n o u s devons-démontrer que lim e» = 0. 
Soit B„ l'ensemble de tous les nombres entiers ( 0 < b ^ n ) qui ne sont 
divisibles par aucun a 6 An. Il suffit évidemment de démontrer que \Bn\ = o(n)-
On a cjfb pour c$Tn, b^B„, puisque chaque c est divisible par au 
moins un a. Donc les b sont caractérisés par la propriété suivante: 




Soit b = PJPÍ-• -pi, p^p^-'-^p;. Alors 
n ir— Pi< —> Pi<Vrt> 
P i 
n 








Désignons par Zfc l'ensemble de tous les nombres entiers b' (0 <b'^ri) 
qui peuvent être représentés sous la forme 
b' = k,kr--ki, k, <fñ, kj < / kjk."mk. ; (y' = 2 , . . . , / ) 
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(les kj ne sont pas nécessairement premiers et allant en décroissant). En vertu 
du théorème de HARDY—RAMANUJAN on peut supposer que pour chaque 
(9) i < 1,1 Ioglogn. 
En effet, le nombre des b' tels que î'^1,1 Ioglogn est o(n). Désignons pour 
l'abbréviation le nombre / ^ n ^ par a,. Or, le nombre des b' pour les va-
leurs fixées de i, ku ..., k(.i est tout au plus a^ i = 
leurs fixées de i, kr,...,ki-2 il est tout au plus 
pour les va-
o-j-2 
*i-l<°i-2 <"i-2 yki-i J ]/x 
= 2 a f . 2 V ^ = = 2 / 1 
( A ï — f e - s ) * ' 
Continuant ce raisonnement nous trouverons après / pas, que le nombre des 
/<\ \ l 21 9) 
b' pour i fixé est tout au plus n 21 < exp j—y- log 2 (loglog n)j • exp {log n • 
( 1 _ 2 - i , i i o g . o g n ) } j, e n résuite> e n vertu de (9), que le nombre total des b' 
est tout au plus 
1,1 n Ioglogn-exp {(loglogn)2—(logn)1"1,1Iog2}< /ie"flogR)4 
pour n^n 0 et pour ô positif, convenablement choisi. Donc |B„| ^ | B'n\ =o(n), 
ce qui achève la démonstration. 
(Reçu le 17 janvier 1959) 
